



Larry G. Epstein and Martin Schneider




	    
   !
Devwudfw
Wklv sdshu d{lrpdwl}hv dq lqwhuwhpsrudo yhuvlrq ri pxowlsoh0sulruv xwlo0
lw|1 D fhqwudo d{lrp lv g|qdplf frqvlvwhqf|/ zklfk ohdgv wr d uhfxuvlyh
vwuxfwxuh iru xwlolw|/ wr cuhfwdqjxodu* vhwv ri sulruv dqg wr sulru0e|0sulru
Ed|hvldq xsgdwlqj dv wkh xsgdwlqj uxoh iru vxfk vhwv ri sulruv1 Lw lv dujxhg
wkdw g|qdplf frqvlvwhqf| lv lqwxlwlyh lq d zlgh udqjh ri vlwxdwlrqv dqg wkdw
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￿Ghsduwphqw ri Hfrqrplfv/ X1 Urfkhvwhu/ Urfkhvwhu/ Q\/ 4795:/ ohsqCwurl1ff1urfkhvwhu1hgx/
dqg Ghsduwphqw ri Hfrqrplfv/ XFOD/ Fdoliruqld/ <33<8047::/ pduwlqChfrq1xfod1hgx1 Hsvwhlq
judwhixoo| dfnqrzohgjhv wkh ￿qdqfldo vxssruw ri wkh QVI +judqw VHV0<<:5775,1 Zh duh judwhixo
dovr wr Ljru Nrs|ory iru vxjjhvwlqj Iljxuh 4 dqg wr Oduv Kdqvhq/ Pdvvlpr Pdulqdffl dqg
Pdufldqr Vlqlvfdofkl iru frpphqwv dqg glvfxvvlrqv1*$" 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4Rqh pljkw eh frqfhuqhg wkdw d prgho ri g|qdplfdoo| frqvlvwhqw suhihuhqfhv kdv wr uhvwulfw
wkh vhw ri sulruv lq xquhdvrqdeoh zd|v1 Wr wkh frqwudu|/ lw zloo ehfrph fohdu ehorz wkdw uhfwdq0
jxodulw| doorzv d ulfk vhw ri srvvlelolwlhv iru g|qdplf ehkdylru xqghu dpeljxlw|1
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udwkhu wkdq wlph1 Krzhyhu/ qr d{lrpdwl}dwlrq lv surylghg1
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w +$, 5S .4
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$/ wkhq lw lv xqghuvwrrg wkdw $ :￿$ s
.4
w +$, lv Iw0phdvxudeoh> lq rwkhu zrugv/ vhohfwlrqv duh
xqghuvwrrg wr eh phdvxudeoh1
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w ghqrwhv d sulplwlyh fruuhvsrqghqfh zkloh wkh fdooljudsklf S.4
w ghqrwhv d fruuh0
vsrqghqfh lqgxfhg e| d sulplwlyh vhw ri sulruv S1 Vlplodu qrwdwlrq lv dgrswhg wkurxjkrxw1
43Dw W/ wkh ghflvlrq0pdnhu nqrzv zkhwkhu ru qrw dq| jlyhq hyhqw lq IW kdv rffxuuhg1 Wkxv
SW+$3, frqvlvwv ri wkh vlqjoh phdvxuh s/ zkhuh s+D, @4 D+$3, iru D lq IW1 Wkh surri wkdw +717,
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46Dq h{fhswlrq lv wkh fdvh Z +kw>Y w.4, @ dw+kw, . ew+kw,Yw.4/ zklfk olnho| fdq eh gholyhuhg
lq wkh suhvhqw iudphzrun pxfk dv zdv grqh lq ^43‘ lq d ulvn vhwwlqj1
47Lq wkh odqjxdjh ri wlph vhulhv dqdo|vlv/ wkh prghov ri Vhfwlrqv 815 dqg 816 shuplw wkh
lqwhusuhwdwlrq wkdw wkh cvhw ri srvvleoh prghov* grhv qrw frqwdlq prghov zlwk cklgghq vwdwh
yduldeohv*1
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48Zh dujxh ehorz wkdw wkh uhyhuvh ri +814, lv sodxvleoh lq d g|qdplf vhwwlqj1 Iru qrz/ zh
glvfxvv wkh vfhqdulr wkdw lv ohdvw idyrudeoh wr rxu prgho1
49Wkh sduwlfxodu erxqgv duh qrw hvvhqwldo iru zkdw iroorzv dv orqj dv wkh lqwhuydo lqfoxghv 4@6
lq lwv lqwhulru1
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56Iru ghvfulswlyh +h1j1/ dvvhw sulflqj, dssolfdwlrqv/ vhh ^54‘/ ^4‘ dqg ^4<‘1 Qrupdwlyh dssolfdwlrqv
duh w|slfdoo| wr rswlpdo prqhwdu| srolf| lq d vhwwlqj zkhuh wkh prqhwdu| dxwkrulw| grhv qrw
nqrz suhflvho| wkh wuxh prgho ghvfulelqj wkh hqylurqphqw> vhh/ iru h{dpsoh/ ^4<‘/ ^58‘ dqg ^59‘1
57Iru h{dpsoh/ zh xvh glvfuhwh udwkhu wkdq frqwlqxrxv wlph/ zh h{foxgh wlph qrqvhsdudelolwlhv
gxh wr kdelw irupdwlrq dqg zh uhihu wr wkh qdwxudo h{whqvlrq ri wkhlu prgho iurp wkh grpdlq ri
frqvxpswlrq surfhvvhv wr rxu grpdlq K1
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58Dv lq +817,/ g ghqrwhv uhodwlyh hqwurs|1
59Zkhq k @ k￿ lq +914, dqg +916,/ wkh plqlpl}dwlrqv ryhu phdvxuhv fdq eh fkdudfwhul}hg
yld Odjudqjhdqv dqg gholyhu wkh pxowlsolhuv ￿3 dqg ￿w +$,1 Xqghu wkh vshfl￿fdwlrq ghvfulehg/
￿w +$, @ ￿3 iru doo w dqg $/ d idfw wkdw sod|v dq lpsruwdqw uroh lq wkh glvfxvvlrq dqg hpslulfdo
lpsohphqwdwlrq ri wkh urexvw frqwuro prgho1
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5:E| wkh krprwkhwlflw| ri suhihuhqfh/ f3
3 lv d olqhduo| krprjhqhrxv ixqfwlrq ri |3
3 dqg wkxv
rqh fdq uhvfdoh |3
3 wr hqvxuh wkh htxdolw|1
5;Lw lv qrw wkh fdvh wkdw wkh wzr vlwxdwlrqv ihdwxuh gl￿huhqw lqirupdwlrq dqg wkhuhiruh cqdwx0
udoo|* gl￿huhqw frqglwlrqdo eholhiv1 Wkh vdph hyhqw wuhh dssolhv lq erwk fdvhv1
>": ) ￿K+ $ ")"+      /$" ) "
  ) ￿K # ": 
 #$$* "  + 














   

 , $,  $# $$" *$"   " ,$*  
;$ 758  75>8 ,$   
 6 *W  $  
$ W  $ = $ )" $, W ": "$   " $ 
+
$$" , |c/  "$ $ / * )  % 
C""+ / -  $$, $, 75H80 $  $  " *W 
*WW # **: * )   ￿ )" 
 - $  
) $ ￿      $$ #$ ￿@+  $$
$ *+ $$ $ ￿@+ F 7
  #  	
*"" ,$  /$ **:$  8 @$/)+  $ )/
$$" *W ￿@  *WW ￿@  **: ,$  $$ $,




/   $$
3   
 

C""+ $  *$"  &B!( #" " $ $ ,*/$-+ 
*$" $, * , |c/ ; +   G  F ,$*
) *""$   )$"$ $, ? + |c/ )$"  )
 $    |n￿*#"  $ , ) $
#$ *$"  $) # &!H(  $)  " $ ,$ 
") $ $, *$" $*- $  *  

$ / # $ )    $,  A .)"< ,$"
  )" ,$ $$  ") $ $, $$ $ C$* 
)+  *$" F $"   " $ $, $$ $
 ) *""$ $  "#$*" *$"+ /" " 
4 $  ") ;$   $  # %$*:

$   ;" *" /  $# $$" $+
  #) #)$" ")"+ "4 F ,$*  $# $$"
*$"  # )$"  




4 ) ;  %$* *$" $, * ,  % 
"#$*" *$" *$" 
 *$" ") * $
 *   ) $, *  *$"  C+  *
 % "$"   *$" #)$  *#+ *" " 6




 $$+  $ $, " *$ $ 
;$ $,  $+  + $  $ $, $/ $  *
$ )/ #$  %   "*" #$   , =$

 " *$" *$ $ $ $ $/  $*- $ $
 @$/)+ )" "#" ,$* $, $  # #+ "
$  *$" $, "    /"",$   6 $ &!B(
 " $*) "$ $, ) *""$  $ $$*
*$  ,$ *#" &5( #  **% $ 
 "#$  *" ,$ ,$$ 
$ $ -$/" ) *""
$   $" )"#" %$* *$"   $ /  ")
" $ $#"*  ."
 &&!7 &' ' 0$

"  $ 78  7#8  $)"
$$   ) 	 
   
 r 	
 ￿ )  	 
 	 | 
 
A   )	 		 	 |
(      	 
|  
     |  7!8








$  |  ! 	   !      

&' 
 "#$*" $* $ $ " " # $
$*   $ ,$*"    $, "" *#" * ,$*  $  
5$, "$ $) $* $$* + /     * ,$ 
$* @$/)+ /  ,$*"     /  $ *-  $*
"#"




        # )/   * ,$*
  $ r   - 
￿ $ |￿ C    $, 
$$ $ *#" $,  #$) * /  $ +/      
"# $    # ""  $,  ,$* +/     "  |

  $ $, "" *#" * ,$*  %    
$ r 
$$)+ #   |c/ ;  "#$*" %$* $ 
$* C$ ; $  $ f  * 	 
+ # &!5+ 
$* !(+
 % 0 
 r  	
 ￿+ *% "  $$+   $)%
 "$   







￿7   B 8
4  $/    *$    #$) 
 $ 
 $ %$*   $  /  . $ ")  
$ 
    ") $$ $,  A$ <   #
 ,*/$- / 7%8    +   $  
 #/  /$ $*$ $,   
 $   *
   $ $   $."+  "$ $,  "#$
*" " * 78 $" ,$ "$   ,$ / ￿  f
,$ ""  *""+  " $  /- $, 7)8 /#0 , ,$
) 
￿+    ") ￿
￿￿  ) *    /-" 
, $  $$  $ ,$* +   ￿ f 
 $ "    ,  +$  





A￿  /-" , $  $$  ) ,$* +
 ￿ f 

  $,  "#$*" %$*  ) $ $
$:     " $" $ #/  /$ $*$
$,  %  
￿ C$ %*"+ "#$  *"  
  " *%  
	1+ 1 *   )$ $   +
  *#  " $ )$"$ $,  @$/)+ $
  $ , 1   $ + / =;  
 $ +   "#" $ *  	 

 	  $ $, )"+
/ =; $ $ %$* 78
9
 $/ $   *"$ $, $ $ %$*  6 78+ f










/ +19  $   $, ""  *" $, *   
,$+
+19  * #  "$+  + "" *     " $#











7   > 8
$$$   ,$* 7)8 *" 
f
￿f /) ￿ 2￿ 0
￿
  ￿ 2￿ 0 








￿+, $  " "+7   5 8
,$ $* "$  $)% f  
A
7  ,$""$/05< G; 3  0 r   $  $* 4 $, ""
$*#*  $ 
A / "* $$*  3C $       
"* 5+   $  # 5  * $,  "$ 5 $ 3?    	
 5
  )"  / $$*  3G  ;   
 4 	
 ￿ #
5f+, $    , 50 ￿ 2￿ 


   /""; # 7H8+    , ;  %$* 
&!5+ 
$* !( 
+  *  *""$ $+  ,









,$ $* f  
A
5<Zh vxvshfw wkdw d vkruwhu dujxphqw lv srvvleoh/ exw zh kdyh qrw ehhq deoh wr ￿qg rqh1
D$ %  - $,   4|+    $ , " "     

  W  r+, $  " " 






















C$*  . $,   $, $   *""$ $+
$"  |  
   f $ / )/  *
$ |
       , $    C""+ ,$+ 7>8 *" 7588












 ￿  *% "    ,$*
| ￿D| 2￿
 0| ￿  ￿D| 0|c￿ ￿
$$ 7!8 ,$""$/ ,$*  6 + |  |￿  $""
.)" ,$ )   ￿+/    ;%  #$  *% "+ 
* # ." 7, #" J ,$*$8 
 /  /
|  ￿D| 0|c￿ ￿ 798







     * , $  " "          	 
         "   +, $  ; %   +
 #$) - $ $  $      
   ,$*
$, $   *"+ # ,*" * 7&B( $ &9+  !5B(+ ,$
%*"8  , #" " ,$*$+ 
0|c￿  %|
￿3| 0|c|
',$ $* %| 	 	 6  $ $  ) "$ /  $ +
$"  %|   $,     0|c￿  
￿3| 0|c|
        +
 ) " 7, #" " ,$*$8  0|c|  0fcf  
,$ "" 
       # "     
|  ￿D| 
￿3|￿ 7D8
  "$ 78
C$*  	**+
|












   
 |  |

 /  )/ 4|c/c￿|   # $,  |
 |n￿+    $ ,|n￿*#"
7")"8 $* )#"; $ |6  " $ / + #  |n￿
 / *
  $* )#"+  +  $ $,  $ * $ |






7   ' 8




 $ |  |n￿
￿
  |n￿
7   !  8
$$   ) *  |




7   7  4|c/c￿| 7!!8
&'   *  &!5+  !>59(
78   $*$$ $ 4|c/c￿|0	  |n￿￿
|n￿
 $ |  ,$ 	 









	 W ,$ 	  |     ;     #       " , $ 

 
   ￿￿ "  4|c/c￿|+ ￿￿
￿  ￿  
	W￿








 $ | 




78 %  # $*$ $ r￿6R,e|
 |n￿06      
 
   |n￿4|c/c￿|+
  r￿6R,e|
 |n￿bM-￿ 24|c/c￿|7 4       * / " $    
 ￿  2 / ￿ 
 	
  2 	 
8 
  . %$ %

  ; $*$    ,$""$/ ,$* $, *$$$0
7
￿  7  7
￿  7 7!8
78  ;  )0 
 4|c/c￿|+     , $ " " $ /  C $  " "" $       
  rAn￿+ |n￿

 	 |n￿






















 |n￿+    &!5+  !>59(










































  $      & ! 5 + ! > 9 ( 

 * $,  $$,  #) $  . $, 
B! !0 $/  *  
n￿
| +   $, $ $ |n￿ $, * 
|+  +   $, !$  *" " 7'8   





























 . $,    $, $ &!5+ 
$* !( ") 
 "  #$ 
n￿
|   *  $)%  "$
 0 
 *  
n￿
|   *"" #$"" $$ 
 
- $*$  G *" + ,$  ￿    4|c/c￿|+ ,|n￿￿
 
|n￿
  ,   ￿  |
￿￿









; +  $ $""  .)" $
 	 	 ,$ $*   |
6    |n￿+    , .)" /
 	 	 ,$ $*   
n￿
| 















 /  ." $  ) ) $) 
$##" ,$ $*   
n￿






























/  ." $ 
) ) $) $##" ,$ $*   
n￿
|  "   $






S  ￿   , 
W , 
S+
B/  "$ ￿      ￿ 	  	 W $" 
￿n￿
| E/￿  	 	  ￿ n￿
| E/￿  	 	
 B0 , 







|n2   |n￿  |n￿    
n￿
| +   
 $ |n￿+   7   ! B 8
|n￿
￿ |n￿
￿ 7   ! > 8




	 ,  ! |n￿￿

 ,   |n￿￿













￿ ,$    |n￿
￿+
 $ "  |n￿
  -  "  $  |n￿







 , |n￿￿ 
	 + $ .)"" , |n￿￿ 





















































   
n￿
| 




 |  |   * , $ 
 * $
#   $)%  "$
  **  |  "$ 




























,  $*$  $)  ." $  *  |n￿￿ $/+ 7
 /  ￿￿







C$  + ￿￿
|n￿￿ "  |n￿￿ #  "  $)%? $)% $,
+1| *"   $ ￿￿




|n￿￿ ￿￿ "  |
*"" ,$ $ *%








   
n￿
| 
 |n￿  |n￿

+
,$ )      ,"" $ $#)$   B+ "" 
$ )$ $, 7!>8+ $ $) # $  ,$ )   07  8
|."   $, "" 6 | $, *  f?  78 
*  |  ,"" $ $ |
C""+ ;   f
B> &&!7 / 8
C$ $ )  $ >+  % %$*:  ; $:$
)$ $, ) *""$ 
        ,$*"*
$ $ %$*   ;$ $, "   $#)$ /
*  A  "  "
f | 
$ / $ $ *  
| $$ $  ; $ $, +     $      , $   "  *     
"# "        
"  . $ # ;" 7# $ "
$#"8 ) 
 
"+ $  /- $$"$  #   $,









4  ) , |c/  |c/
 
   $  $* +
;  #$) $ $ $ %$* + + + G  C

$   $,  |  ; ,$     +   $, + )/
  * ,$*   $ r +  $ # ; )    
 $
"  $*"$  #  ;+ *  % $, # 
/$ "$   ,$""$/ 63
#$ 4 %2  2)   
   ) 






f     r 
 $+ *$  ,$* $, * /#   , )
"" /   $$" , $
#$ 9 %$( &)   
      r  	 






   
W |c/ ? |c/ WW   *  /
0$  +    	  |c/ (    (  
      !


 |c/  "# $# %# &" ' ,- 	 $#  
(
  ) 
" 	 ) 	 |  
        	 
 

 	  ) 
63Uhod{dwlrq ri EZ lv srvvleoh e| pruh h!flhqw dssolfdwlrq ri ^49/ Sursrvlwlrq 714‘ wkdq
ehorz1
BH	   
 r 	
 ￿    {rE￿￿  	 {rE￿￿  ) 

    	  |c/  	   ( |
    
|





$  	       !    	  !      

&' E $,  %$*  $ 






￿3| ￿    $* $$"$+ /"  %** 
$* *"




3  + ,$*   $, #$ "
*#" ,$ $  "+  $* $$

$ $) J+   $$, $, 
$* > #$) "#$ 
*"< " $ " 7
$* !8 $ $ " "
$     ; $:$  
  #  " $" /  $*
$, ; + /  $  ."  $ # $,  $
 $,    ) ;  / )/  * ,$*   $
r  @$/)+ # $, 64+  %$ " $$$ >! ")
 *""$ $ $  ,$ |c/
E$/ $    $$, $, 
$* > $ ")   
$  * $, +    
   $ $*"  $ $,
	** !+ ,$ %*" 7D8 64 *"  f  #$ #$) 
#"$/ 6   $ $+ $"  

 % $,  $
*%**  *** ,$  ,$""$/ ,$* 64
'(
&!(  $+ 	 @  
 + $#+ $   
$, -+    
&( C $*#  K *+  ;$ $, #=) $##"+ 
 !
 "
 B> 7!'5B8+ !'' H
&B(  6$+  "#$  G *"+ 
  ** $, ."
  + # $
 % 9H 7!''98+ !'> >
&>( G 6"-/""  	 G#+  $, $$ /  ,$*$+
  "
		
 BD 7!'58+ DDDD5
B5&H(  ""+  L"#$F   
:$+ %* %
" $) )  /   $, $+ # $
 % ' 7   8+
BH5H
&5(  *#"+ *% *$  ,$   $ $




	+ '! 7  !8+ HHH'
&9( M   	 + *#+ -     $$
*+ )    !
&D( @ /  	 + ) "  +  BH
B5'   L  E N" + $'			 % 	 
 (	
)  *		+ + !''!




&! ( 	 + $ " "  $*" $/  
+ # $
 % B! 7!'DB8+ !BB!H
&!!( 	    	6$+ G*"" $ #", * #
6+ # $
 % 5! 7!''B8+ !
&!( 	   K $+  /$$ * ."#*  *#
+ ) "   !
&!B( 	    + 	  *#+  $
&!>( 	   




 5 7!''>8+ DBB
&!H( 	    M+ #$+ - )$   *$" #)





&!5(  "#$  G *"+ %* % " / $. $+
# !
 $
 !D 7!'D'8+ !>!!HB
&!9(  "#$  G *"+  *#$ #",+ # $
 %
H' 7!''B8+ BB>'




+, $     $ *    
&!'( 	 @  
 + -$/" *;$  *$$$*
$+ < C 	       4$" $ $,  $$
* $
& ( 	 @  





	 '! 7  !8+ 5 55
&!( 	 @+ 
   
 
""+ $# * $*  
+  $
 "	 55 7!'''8+ D9B' 9
&(  L"#$F+ G* $ /  )$+ **$+ !''B 7)
!''H8
&B( 
 L$$*+ $ $, , $ $) *+  9'!  










+ E$ @$""+ !'9
&>( G L  	 $+ 




 >5 7!'9D8+ !DH  
&H(  
-+ $# *$ $"  *$" 0 $$
$" %$+ @)+    
&5(  
-  K $-+ $# *$ $"  *$" 






+, $     $ *    
&9( 
 + %  !	

	
+ * + !'9




	 !9 7!''D8+ D9!!'




 H9 7!'D'8+ H9!HD9
&B (  -+ ) "  , ,$ ,$*$+ $
 %
! 7!''D8+ 'BB!
&B!(  "  
 4+ $" *;$  "* );$+
6+   !









 4+ $$" ,  + **$+ 6+ !'''
B'P
0
P
G
B
R
F
i
g
u
r
e
1
.
R
e
c
t
a
n
g
u
l
a
r
S
e
t
s